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1 Introducdo

Dada F': [a, b] — R uma funcao derivavel em [a, b], sob que condi¢cdes podemos garantir que

b
f F'=F(b)-F(a)?

Naturalmente, a resposta para esta pergunta depende da nocao de integracdo com a qual estamos
trabalhando.

No caso da integral de Riemann, € suficiente exigir que F’ seja Riemann-integravel em [a, b]. Esta
hipétese é essencial - basta considerar uma funcdo derivavel cuja derivada néo é limitada, como, por
exemplo, F:[0,1] — R dada por

X
F(x)={

0, sex=0.

cos(m/x?), se0<x<1,

Com um pouco mais de trabalho, é possivel construir uma func¢ao derivédvel cuja derivada € limitada
mas nao é Riemann-integravel (veja 3, pg. 35]).

Por outro lado, toda derivada é automaticamente Lebesgue-mensurével, de modo que, no caso
da integral de Lebesgue, basta supor que F' seja limitada. E claro que tal hipétese também é essen-
cial.

Esta discussao motivou matemadticos a buscarem, no comeco do século XX, uma nocao de in-

tegral mais abrangente com respeito a qual toda derivada fosse automaticamente integravel e veri-
b

ficasse a igualdade f F' = F(b) — F(a). Arnaud Denjoy, em 1912, e Oskar Perron, em 1914, foram
bem-sucedidos nessz;l empreitada e, embora tenham empregado abordagens muito diferentes, obti-
veram duas nocoes equivalentes de integral.

No final da década de 1950, Jaroslav Kurzweil e Ralph Henstock introduziram, de maneira in-
dependente, uma nova nocao de integral fazendo uma ligeira modificacdo na defini¢do original de
Riemann. Surpreendentemente, esta integral também € equivalente as integrais de Denjoy e Perron -
com a vantagem de que a abordagem de Kurzweil e Henstock é muito mais simples - e engloba todas
as derivadas, todas as fungdes Lebesgue-integraveis e todas as integrais impréprias de Riemann.

O objetivo deste minicurso € introduzir a integral de Kurzweil-Henstock e apresentar brevemente
algumas de suas propriedades basicas, comparando-a com a integral de Riemann usual. Vamos ad-
mitir que o leitor esteja familiarizado com as propriedades da integral de Riemann. Além disso, va-
mos nos dedicar apenas a integrais sobre intervalos fechados e limitados de R; as extensdes para
intervalos ilimitados podem ser encontradas, por exemplo, em [1].

Em alguns momentos, no decorrer do texto, serd conveniente interpretar a soma sobre um con-
junto vazio de indices como sendo zero.



2 Definicao e primeiros exemplos

As duas definicOes a seguir sdo necessdrias para introduzir as integrais de Riemann e de Kurzweil-
Henstock e serdo usadas por todo o texto.

Defini¢do 1. Uma parti¢éo do intervalo [a, b] é uma colec@o finita P = {I; : 1 < j < n} de intervalos
fechados contidos em [a, b], onde Ij = [xj_1,Xjl € a=Xo < X1 < --- < X, = b. Um rétulo de Ij é um
numero real ¢; € I;. Se f,..., I, sdo rétulos de Iy,..., I, respectivamente, dizemos que a colegao
P={(I;,t;):1 < j < n} é uma parti¢do rotulada de |a, D).

Defini¢do 2. Dadas f : [a,b] — R uma funcdo e P = {(I;,¢;):1 < j < n} uma parti¢do rotulada de
[a, b], a soma de Riemann de f com respeito a P é o numero real

n

S(fiP)y=) ftp)(xj—xj1).

j=1
Recordamos a definicdo de integral de Riemann.
Definicao 3. Dizemos que uma funcao f: [a, b] — R é Riemann-integrdvel em [a, b] se existe um nu-

mero real A com a seguinte propriedade: paratodo ¢ > 0 existe 5. > 0tal quese P = {(I},¢;):1< j < n}

é uma particao rotulada de [a, b] satisfazendo 1m.ax (xj—xj-1) < O¢, entdo |S(f; P)—A| < €. Neste caso,
<j<n

dizemos que A é a integral de Riemann de f em [a, b].
Os outros ingredientes da integral de Kurzweil-Henstock sdo os conceitos a seguir.

Definicdo 4. Um calibre em [a, b] é uma funcao 6 : [a, b] — (0,+00). Dizemos que uma particdo
rotulada P = {(I;,¢;): 1< j < n} de [a,b] é 6-finase I;  [tj—6(t)), tj+6(t))], isto &, se

[j—6(t) <xj1<tj<x;<t;+6(¢))
paratodol<j<n.
Observag@o 5. (a) Se P={(I;,t;):1< j<n}éb-fina, entdo x; — xj_; <26(¢;) paratodo 1 < j < n.

(b) Dado 6y >0, a funcao 6 : [a, b] — (0,+00) dada por §(x) = §¢ para todo x € [a, b] é um calibre em
[a, b]. Se P é §-fina, entdo o didmetro de P é menor ou igual a 26,.

(c) Sed; ed, sdo dois calibres em [a, b], entdo § = min(d;,52) também é um calibre em [a, b]. E claro
que P é 5-fina se, e somente se, P é §1-fina e §>-fina.

(d) Dados 6 um calibre em [a,b] e c € (a,b), se P, e P, sdo particées d-finas de [a,c] e de [c, bl,
respectivamente, entdo P = P; U P, é uma particdo §-fina de [a, b].

(e) Dados c€ (a,b) e 61, 62 calibres em [a, c] e em [c, b], respectivamente, consideremos o calibre
em [a, b] dado por
min (6;(x), 5%), seasx<c,
6(x) =4 min(6;(c),62(c)), sex=c,
min (52(x), 55¢), sec<x<h.

Se P é 6-fina, entdo c é o rétulo de todo intervalo de P que o contém. De fato, se c € T j» entdo
lc—tjl < 6(t)), de modo que t; = c.

(f) Sejam & um calibre em [a, b] e P uma particdo §-fina de [a, b]. Se tj ndo € um extremo de I},
seja Q a particdo rotulada obtida substituindo I j pelos intervalos [x;-1, ;] e [}, x;], ambos rotu-
lados por ¢;, e mantendo os outros intervalos e rétulos de P. E claro que Q também é §-fina e
satisfaz S(f; Q) = S(f; P) para toda funcdo f : [a, b] — R. Deste modo, podemos supor, quando for
conveniente, que os rétulos de uma particao 6 -fina sdo extremos dos intervalos a que pertencem.
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O primeiro resultado desta secdo, devido a Pierre Cousin, assegura que todo calibre 6 admite
uma particao J-fina. Esta observacao serd crucial para a definicdo da integral de Kurzweil-Henstock.

Teorema 6 (Teorema de Cousin). Se & é um calibre em |a, b], entdo existe uma particio 6 -fina de
[a, D).

Demonstragao. Seja I = {t € [a,b] : existe uma parti¢do §-fina do intervalo [a, t]}. Notemos que a €
I, pois {({a}, a)} é uma parti¢do 5-fina de {a}, e que I é limitado superiormente por b. Seja, entdo,
s=supl. Vamos mostrar que se I eque s = b.

Em virtude da definicio de supremo, existe ¢ € I tal que s — §(s) < t < s. Como t € I, existe P uma
parti¢do 6-fina de [q, t]. Entdo Q = PU{([t, s, s)} é uma parti¢do 6-fina de [a, s] e, portanto, s € I.

Agora, suponhamos, por absurdo, que s < b. Sejam ¢ = min(s + §(s), b) e P uma particio §-fina
de [a,s]. Entdo Q = PU{([s,c],s)} é uma parti¢do 6-fina de [a,c], de modo que c€ I e s < ¢; um
absurdo. O

Estamos, agora, em condicdes de introduzir a integral de Kurzweil-Henstock.

Definicao 7. Dizemos que uma funcao f : [a,b] — R é Kurzweil-Henstock-integrdvel em |a, b] se
existe um namero real A com a seguinte propriedade: para todo € > 0 existe um calibre 6, em [a, b]
tal que se P é uma particdo 6.-fina de [a, b], entdo IS(f;P) —Al<e.

Proposicdo 8. Se existe um niimero real A satisfazendo as condigdes da Definigao[7, ele é tinico.

Demonstragdo. Sejam A; e A, dois ntimeros reais satisfazendo as condigdes da Definigao[7]para uma
funcdo f: [a, b] — R. Dado € > 0, existem calibres §; e 6, em [a, b] tais que se P é uma particdo 6;-
fina de [a, b], entdo |S(f; P) — A;| < £, paratodo 1 <i<2.Sed=min(1,52) e P é uma particio §-fina
de [a, b], entdo

|A1 - Ag| <|S(f; P) - A1 +1S(f; P) — Ag| <.

Como ¢ > 0 é arbitrario, concluimos que A; = A,. O
Em virtude da Proposicao[8} o nimero real A satisfazendo as condi¢des da Defini¢édo[7]é chamado

b b
de integral de Kurzweil-Henstock de f e denotado por f fou f f(x) dx, quando for conveniente
a a

explicitar a variavel.

De agora em diante, escreveremos simplesmente “f é integravel” ao invés de “f é Kurzweil-
Henstock-integravel” e “integral de f” ao invés de “integral de Kurzweil-Henstock de f.

Vamos mostrar que esta nova integral recupera a integral de Riemann, no sentido de que toda
func¢do Riemann-integravel também é integrdvel, com integrais iguais. A préxima proposi¢do apre-
senta uma reformulacdo da Defini¢ao[7]que tornard mais clara a relacdo entre as duas integrais.

Proposicdo 9. Dada f : [a, bl — R uma fungdo, sdo equivalentes:
(i) f éintegrdvel em[a,D].

(ii) Existe um ntimero real B com a seguinte propriedade: para todo € > 0 existe um calibre 6, em
la, b] tal que se P = {(I;,t;): 1 < j < n} é uma parti¢do rotulada de [a, b] satisfazendo xj— xj-1 <
65(tj) paratodol < j < n, entdo |S(f; P)-B|<e.

b
Nestas condigbes, temos B = f f-
a

b
Demonstragdo. (i) = (ii) Suponhamos que f seja integravel em [a, b] e seja B = f f. Dado € >0,

. a
seja 0 um calibre em [a, b] como na Deﬁnigéo Se P ={(I},tj):1< j < n} é uma parti¢do rotulada
de [a, b] satisfazendo x; — xj_1 < 6.(¢;) paratodo 1 < j < n, entdo temos

tj—55(tj) sxj—(SE(tj) SXj-1=SXj=Xj-1 +55(l'j) < tj+6£(tj)
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paratodo 1l < j <n,istoé, P é §,-fina. Consequentemente, |S(f; P)-B|<e.

(ii) = (i) Reciprocamente, seja B um ntimero real como no item (ii). Dado € > 0, seja 6, um
calibre em [, b] como no item (ii). Se P = {(I;, ;) : 1 < j < n} é uma particdo 6./2-fina de [a, b], entdo
Xj—Xj-1 < 0.(t;) paratodo 1 < j < n e, portanto, IS(f; P) - B| < . Isto prova que f é integravel em

b
[a,b]e[ f=B. O

Coroldrio 10. Se f : [a,b] — R é Riemann-integrdvel em [a, b], entdo f é integrdvel em |a, b], com
integrais iguais.

Demonstragdo. Bastanotar que se f é Riemann-integravel em [a, b], entéo f satisfaz as condi¢oes do
item (ii) da proposicdo anterior tomando B como sua integral de Riemann e , um calibre constante
em [a, b]. O

Encerramos esta secao com dois exemplos simples de funcoes integraveis que nao sao Riemann-
integraveis.
Exemplo 11 (Funcdo de Dirichlet). Seja f:[0,1] — R dada por
1, sexe[0,1]1nQ,
fx) =
0, sexe[0,1]\Q.
Seja (r¢) k=1 uma enumeracao de [0,1] N Q. Dado € > 0, consideremos o calibre . em [0, 1] dado por

5.(x) /282, se x = rp paraalgum k> 1,
X) =
‘ 1, sex€[0,1]\Q.

Seja P ={(I;,t;):1 < j < n} uma parti¢do 8.-fina de [0,1]. Se ¢; € [0,1] \ @, entdo f(¢;)(x; —x-1) =0.
Por outro lado, se #j = ry paraalgum k = 1, entdo f(#;)(xj—xj-1) = Xj—Xj-1 < 20.(;) = e/2k*1 Como
cada t; € rotulo de, no maximo, dois intervalos distintos de P, concluimos que

£
o€

IS(f;P) <2 o7
k=1

1
Consequentemente, f é integrdvel em [0,1] e f f=0.
0

Exemplo 12 (Uma modifica¢do da Funcao de Thomae). Seja f:[0,1] — R dada por

Fl) = q, sex=pl/qg,ondep,geNemdc(p,q)=1,
B 0, sexel[0,1]1\Q.

Seja (ri) k=1 = (Px/ gx) k=1 uma enumeracdo de [0,1] N Q. Dado € > 0, consideremos o calibre §, em

[0,1] dado por
el
Oe(x) = L
1, sexe[0,1]\Q.

2k+2 se x = ry paraalgum k = 1,

1
Argumentando como no exemplo anterior, concluimos que f é integréavel em [0,1] e f f=0.
0

Convém observar que [ é ilimitada em todo intervalo de interior nao vazio contido em [0, 1] e,
em particular, ndo é continua em nenhum ponto. De fato, consideremos, para cada m = 1, o conjunto
Fp={x=plqel0,11nQ: p,geN,g<memdc(p,q) =1}. Se x=p/q € Fp,entio x<1e g < m, de
modo que p < m. Isto prova que F,, é finito (pois possui, no maximo, m? elementos) e, portanto,
Q\ F;;, é denso em R. Se I é um intervalo de interior ndo vazio contido em [0, 1], para todo m = 1
existe x,, = p/q € In (Q\ Fy), de modo que f(x,) = g = m. Logo, f éilimitadaem I.

Fazendo uma modifica¢do simples dos argumentos usados nos dois exemplos acima, é facil mos-
trar que toda funcdo que se anula no complementar de um subconjunto enumerdvel de [a, b] é inte-
gravel em [a, b], com integral nula. Este resultado sera fortalecido na Proposicao
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3 Propriedades da integral

A primeira proposicao desta secdo retine as propriedades algébricas bésicas da integral. As demons-
tragdes sdo muito semelhantes aos resultados anédlogos para a integral de Riemann.

Proposicao 13. Sejam f, g:[a, b] — R duas funcées integrdveis em [a, b] e a € R. Entédo temos:

b b b
(i) [+ g éintegrdvel em [a, b] ef (f+g):[ f+f g
b b
(ii) af éintegrdvel em [a, D] e[ (af) = af f.
b
(iii) Se f(x) =0 para todo x € [a, b], entaof f=o0.

b b
(iv) Se f(x) < g(x) para todo x € [a, b], entdof f sf g.

[l

Demonstracgdo. (i) Dado € >0, sejam 0; e 62 dois calibres em [a, b] tais que

(v) Self| também é integrdvel em |[a, b], entdo

b
P, é uma particédo §;-fina de [a, b] = ‘S(f;Pl)—f f Sg’
a
. . b €
P, é uma particdo d,-fina de [a, b] = ‘S(g;Pg)—f g|= >
a
Se § =min(81,82) e P é uma particdo §-fina de [a, b], entdo
] b b ) b ] b
S(f+g;P)—(f f+f g) < S(f;P)—f fl+ S(g;P)—f gl <e,
a a a a
pois P é 6,-fina e §,-fina.
(ii) Dado € > 0, seja 6, um calibre em [a, b] tal que
b
P é uma particio §.-fina de [a, b] = ‘S(f;P)—f fl= £
a |lal+1
Para uma tal parti¢ao, temos
‘& f:P) j%f @l [S(f; B) jmf <e 19
af;P)—a =|a ; P) — <e £
a a la|+1

(iii) Dado € > 0, seja 6. um calibre de [a, b] como na Deﬁnigéo Se P é uma particdo 8.-fina de
[a, b], entdo
b

b b
f 56:>f f—S(f;P)z—g:>f f=S(f;P)—e=—¢.
a a ~——

=0

‘aﬁm—f

b
Como ¢ > 0 é arbitrdrio, concluimos que f f=0.

(iv) Em virtude de (i) e de (ii), a fun(;ﬁoah = g— f éintegravel em [a, b] e, como h(x) = 0 para todo
x € [a, b], o item (iii) assegura que

fabg—fabf:fabhEO:fabngabf.

(v) Basta notar que —|f(x)| < f(x) <|f(x)| para todo x € [a, b] e aplicar o item (iv). O
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Convém observar que, em contraste com o caso das integrais de Riemann e de Lebesgue, a inte-
grabilidade de | f| ndo é consequéncia da integrabilidade de f (veja os Exemplos[24]e[40).

O préximo resultado fornece uma caracterizacao util de integrabilidade que ndo depende de um
candidato ao valor da integral. Sua demonstracao é, novamente, andloga a do contexto cléssico.

Teorema 14 (Critério de Cauchy). Uma funcdo f : [a, b] — R é integrdvel em [a, b] se, e somente se,
para todo € > 0 existe um calibre 5, em |a,b) tal que se P e Q sdo duas particoes 8.-finas de [a, b],
entdo |S(f;P) - S(f; Q)| <e.

Demonstragdo. Suponhamos, primeiramente, que f seja integravel em [a, b]. Dado € > 0, seja §, um
calibre em [a, b] tal que

b
<-.

Péumapartigéo&-ﬁna de[aq,b] = ‘S(f;P)—f f
a

Se P e Q sdo duas tais particoes, é claro que |S(f;P) — S(f; Q)| <.
Reciprocamente, para cada n = 1, seja §,, um calibre em [a, b] tal que

. . . . 1
P e Qsdo duas particdes 6 ,-finas de [a, b] = |S(f; P)—S(f;Q)| < pe

Podemos supor, sem perda de generalidade, que §,+1(x) < 6,(x) para todo x € [a, b] e todo n = 1.
Fixemos P,, uma particdo 6 ,-finade [a, b]. Se m > n =1, entdo P,, e P, sdo §,-finas, de modo que

. . 1
|S(f;Pm)_S(f;Pn)|5;- (1)

Isto prova que a sequéncia (S(f; P,)) =1 é de Cauchy e, portanto, converge para algum ntimero real
A. Afirmamos que A satisfaz as condi¢des da Definicao[7] Fixando n = 1 e fazendo m — +oo em (1),
obtemos

. 1
Py —Al< —.
|S(f; Pn) | < .

Dado £ > 0, seja N = 1 tal que 1/N < £/2. Se P é uma particdo & y-fina de [a, b], entdo

IS(f; P) — Al < |S(f; P) = S(f; PN)| +|S(f; Pn) — Al <

<E&.

b
Logo, f é integrével em [a, b] e[ f=A O
a

Vamos estabelecer, agora, a aditividade da integral. A estratégia da demonstracao de uma das
implicagdes é construir um calibre § de tal modo que o ponto de divisdo do intervalo seja rétulo de
qualquer particao 6-fina de [a, b].

Teorema 15. Sejam f : [a, b] — R uma fungdo e c € (a, b). Entdo f é integrdvel em |a, b] se, e somente
b c b
se, f éintegrdvel em [a,c] e em [c, b]. Neste caso, temosf f:f f+[ f-
a a C
Demonstragdo. Suponhamos, primeiramente, que f seja integravel em [a, b]. Vamos mostrar que f
também é integravel em [a, c] usando o Critério de Cauchy. Dado € > 0, seja 6 um calibre em [a, b]
como no enunciado do Critério de Cauchy. Sejam 6, e 6, as restricdes de d aos intervalos [a,c] e

[c, b], e seja R uma particdo §,-fina fixada de [c, b]. Se Q; e Q, sdo duas particdes &;-finas de [a, c],
entdo P; = Q1 UReD, = Qg UR sdo particoes 6-finas de [a, b]. Consequentemente,

IS(f; Q1) = S(f; Q)| = 1S(f; Q1) = S(f; R) — S(f; Q)| = |S(f; P1) — S(f; Po)| <,
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e o Critério de Cauchy assegura que f é integrdvel em [a,c]. Argumentando de maneira andloga,
provamos que f também € integravel em [c, b].

Reciprocamente, suponhamos que f seja integravel em [a, c] e em [c, b]. Dado € > 0, sejam 6, e
6, calibres em [a, c] e em [c, b], respectivamente, tais que

c
=

f

’

P, é uma particio §;-fina de [a, c] = ’S(f;Pl)—f
a

=

NDm N M

b
P, é uma particdo d,-fina de [c, b] = ’S(f;Pz)—f f
c

Consideremos o calibre 6 em [a, b] dado por

min(él(x),cg—x), sea<x<c,
6(x) ={ min(6:(c),62(c)), sex=c,

min (52(x), 55€), sec<x<bh.

Seja P uma partigdo 8-fina de [a, b]. Como c é o rétulo de todo intervalo de P que o contém, podemos
supor, sem perda de generalidade, que c seja extremo de dois intervalos consecutivos de P. Sejam P;
e P, as parti¢coes formadas pelos intervalos de P contidos em [a, c] e em [c, b], respectivamente, com
os mesmos rétulos de P. Como P, é §,-fina e P, é §,-fina, temos

srne{[1 )

b c b
Logo, f é integravel em [a, b] e f f= / f+ f f, como queriamos. O
a a c

c b

=<

f

+

f

<E.

S(f;P2) - f

c

S(f;P1) - f

a

Coroldrio 16. Uma fungdo f : [a,b] — R é integrdvel em [a, D] se, e somente se, é integrdvel em [c, d]
paratodosa<c<d<b.

a b a
Se f :[a, b] — R é uma funcdo integravel em [a, b], é conveniente definir f f=- f fe f f=0.
b a a

B c B
Com esta definicdo, é f4cil verificar que f f= f f+ f f paratodos A, B,C € [a, b].
A A C

O ultimo resultado desta sec@o generaliza os dois exemplos da se¢do anterior. Para enuncid-lo,
vamos introduzir o conceito de conjunto de medida nula. Se I é um intervalo qualquer de R, seu
comprimento serd denotado por £(1).

Definicao 17. Dizemos que um subconjunto E de R tem medida nula se para todo ¢ > 0 existe uma

[e.°] (0]
sequéncia de intervalos abertos (Ji) x> tais que E c U Jre Z ((Ji) <e.
k=1 k=1
Nao é dificil provar que todo subconjunto enumerdvel de R tem medida nula, que uma reunido
enumeravel de subconjuntos de medida nula de R também tem medida nula, e que um subconjunto
de um conjunto de medida nula também tem medida nula.

Proposicao 18. Se f: [a, b] — R é uma funcdo tal que o conjunto E = {x €la,b]: f(x)# 0} tem medida

b
nula, entdo f é integrdvel em |a, b] e[ f=0.
a

Demonstragdo. Aideiada demonstracdo é construir, a partir do fato de E ter medida nula, um calibre
apropriado em [a, b]. Para cada m = 1, seja E;; = {xe [a,bl: m-1<|f(x)|=< m} E claro que E é a
reunido disjunta da sequéncia (E;;)m=1. Dado € > 0, como cada Ej, tem medida nula, existe uma
sequéncia de intervalos abertos (J ]’C") r>1 tal que

€
m2m’

Enc I e Y tUhs
k=1 k=1
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Dado x € E, seja m(x) o inico ntimero natural tal que x € Ej,;(y), seja k(x) o menor nimero natural
X € ],':(l;“), e seja 6(x) > 0 tal que [x — 6¢(x),x+5:(x)] ],':(l;“). Definindo 6.(x) = 1 para todo x €
la, b] \ E, obtemos um calibre §, em [a, b].

Seja P = {(Ij, tj) :1 < j < n} uma parti¢do §,-fina de [a, b]. Como dois intervalos de P comparti-
lham, no maximo, um tnico ponto, para cada m, k = 1, a soma dos comprimentos dos intervalos de
P contidos em J +' € menor ou igual ao comprimento de J;"'. Consequentemente,

ISP =) fupx—xj-0+ ) D fpxj—xj-1)
tj¢E mzltjEEm

o0 o0

=Y Y Ifuplxj—xj-)< Y m Y £U))

m=1t;€Ey,~—~—""——~—— m=1 (;€eE,
<m

=0(1p)
[e.°] [e.°] [e.°] (o] £
=Y m Y (UhHs)Y m) eUhHs= om =€
m=1 k=k(t) m=1 k=1 m=1
b
Logo, f é integravel em [a, b] ef f=0. O
a

Corolério 19. Se f, g : [a, b] — R sdo duas funcgées tais que f é integrdvel em [a, b] e o conjunto E =

b b
{xela,bl: f(x) # g(x)} tem medida nula, entdo g também é integrdvel em [a, b ef f :f g.
a a

Demonstragdo. Pela proposi¢do anterior, a funcdo h = g — f é integravel em [a, b] e sua integral é
igual a zero. Como f é integravel em [a,b] e g = h+ f, g também € integravel em [a, b] e sua integral
coincide com a de f. O

4 O Teorema Fundamental do Calculo

Esta secdo é dedicada ao Teorema Fundamental do Cdlculo para a integral de Kurzweil-Henstock.
Veremos que a hip6tese de integrabilidade de F’ se torna parte da conclusdo do 1° Teorema Funda-
mental do Célculo, e que toda funcdo dada por uma integral é automaticamente derivavel no com-
plementar de um subconjunto de medida nula de seu dominio.

No caso da integral de Riemann, o ingrediente principal de uma das demonstrac¢des do 1° Teo-
rema Fundamental do Célculo é o Teorema do Valor Médio. O lema a seguir € uma consequéncia
imediata da definicdo de derivada e cumprird um papel andlogo ao do Teorema do Valor Médio no
contexto da integral de Kurzweil-Henstock.

Lema 20. Seja F : [a,b] — R uma fungdo derivdvel em um ponto xy € [a, b]. Entdo para todo € > 0
existe 0.(xg) > 0 tal que se u, v € [a, b] satisfazem

Xo—0c(Xp) SU=SXxp<V=<x9+0(xp),

entdo
|F(v) — F(u) —F’(xg)(v— wl<elw-u).

Demonstracdo. Dado € > 0, pela definicdo de derivada existe . (xg) > 0 tal que

F(x)—-F
x€la,bl,0<|x—xp| <6:(x9) = w—ﬁ(m) <e.
- Xo

Consequentemente, temos

x€[a,bl,|x—xol <8c(xg) = |F(x)— F(xo) — F'(x0) (x — x0)| < €|x — xol.
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Se u, v € [a, b] sdo tais que xg — 0. (xp) < U< X9 < v < X9+ 0¢(xg), entdo
|F(v) — F(u) — F'(x0) (v — u)| = |F(v) + F(xo) — F(u) — F'(x0) (v % xo — )|
<|F(v) — F(xp) — F'(x0) (v — x0)| + | F (1) — F(x0) — F' (x0) (u — xo)|
<e(v—xp)+e(xg—u)=c(v—u),

como queriamos. O

Teorema 21 (1° Teorema Fundamental do Calculo). Sejam F, f : [a, b] — R duas funcgées tais que:
(i) F écontinuaem [a,b].

(ii) Existe um subconjunto enumerdvel E de [a, b tal que F é derivdvel em x e F'(x) = f(x) para todo
x€la,b)\E.

b
Entdo f é integrdvel em [a, b] ef f=F()—F(a).
a

Demonstragdo. Vamos usar a continuidade de F em E e o Lema[20] para construir um calibre ade-
quado em [a, b]. Sem perda de generalidade, podemos supor que E seja infinito e fixar uma enume-
racao (ex)x=1 de E. Podemos supor também, em virtude do Corolario que f(er) = 0 para todo
k=1.

Seja € > 0 dado. Se x € [a, b] \ E, de acordo com o Lema[20|existe §.(x) > 0 tal que se u, v € [a, b] e
x—0sx)<sus<x<v<x+0.(x), entao

IF()—F(uw)— f(x)(v—u)| < (v—-u).

€
2(b—a)

Para cada k = 1, como F é continua em ey, existe d.(ex) > 0 tal que

€
€la, b, |1 - el = 0eler) = IF(1) ~ Flepl = 2.

Isto define um calibre 6. em [a,b]. Seja P = {(I,¢;):1< j < n} uma parti¢do 6.-fina de [a, b]. Se
tj € la,b] \ E, entdo

|[F(xj) — F(xj-1) — f(tj)(xj —xj-1)| < (xj—xj-1).

_&
2(b-a)

Por outro lado, se t; = ey para algum k = 1, entao

IF(ej) = Frj) = () (x5 = xj-0)| = F(x) = Fej-)| < 1)) = Flew)] + 1F(e) = Fixj-)l < S
Como cada t; é rétulo de, no méximo, dois intervalos distintos de P, obtemos
. n n
IS(f; P) — (F(b) — F(@))| = Z Fe e =xj-1) = 3 (F(xj) = Fxj-1))
j=1 j=t
Z |F(xj) = F(xj-1) = f(£;)(xj — xj-1)I
|F(x;) — F(xj-1) — f(£))(xj — xj-1)]
,ec
+3 Y IF() = Flxj-1) = ft)(xj = xj-1)]
k=1tj=ex
£
- 1§<n2(b A Z | 2ke2
b
Logo, f é integravel em [a, b] ef f=FD)-F(a). =
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Exemplo 22. Sejam F, f: [0,1] — R dadas por F(x) =2y/x e

f(x):{llﬁ’ se0<x<1,

0, sex=0.

Como F é continua em [0,1], derivavel em (0,1] e F'(x) = f(x) para todo x € (0,1], o 1° Teorema
1

1
Fundamental do Célculo assegura que f € integravel em [0,1] e f 7 dx = F(1) - F(0) = 2. Notemos
0
que este resultado coincide com a integral imprépria de f em [0, 1].
Exemplo 23. Sejam F:(0,1] - Re f:[0,1] — R dadas por F(x) =Inxe

1/x, se0<x=<1,
f(x)=
0, sex=0.

F é derivavel em (0,1] e F'(x) = f(x) para todo x € (0,1], mas F ndo admite extensao continua a [0, 1].
O 1° Teorema Fundamental do Célculo ndo se aplica neste caso e, de fato, f ndo é integrdvel em [0, 1].
Caso contrdrio, para cada k = 1 teriamos

1 1/k 1 1
f f=f f+f f=z| f=In)-In(1/k)=Ink— +oo,
0 0 1/k 1/k
um absurdo.

Decorre dos dois exemplos anteriores que o quadrado de uma funcao integravel ndo é, em geral,
integrével, diferentemente do que ocorre com as integrais de Riemann e de Lebesgue.

Exemplo 24. Sejam F, f: [0,1] — R dadas por

0, sex=0,

x*cos(m/x?), se0<x<]1, 2xcos(m/x?) + % sin (n/x?), se0<x<1,
F(x)= e f(x)= 0 o 0
, sex=0.

Como F é derivavel em [0,1] e F' = f, o 1° Teorema Fundamental do Célculo assegura que f é inte-
1

gravel em [0, 1] ef f =F(Q1)-F(0) =-1. No entanto, | f| ndo é integravel em [0, 1]. Caso contrario,
0

escrevendo I = 1 ] para cada k = 1, teriamos

ot
m
- § ) rlo

fmzéﬁvmé

um absurdo.

=)|- > (k k+1)_’+°°’

k=1

Vamos estudar, a seguir, o comportamento de uma fun¢do dada por uma integral. Por convenién-
cia, vamos lidar somente com o caso em que o extremo inferior de integracado é o extremo esquerdo
do dominio do integrando; os outros casos podem ser analisados de maneira andloga usando o co-
mentdrio imediatamente posterior ao Coroldrio[16] Nosso primeiro passo é provar que, assim como
no caso da integral de Riemann, uma fun¢do dada por uma integral é derivdvel em todo ponto em
que o integrando € continuo.

Teorema 25. Seja f : [a,b] — R uma funcdo integrdvel em |a,b] e seja F : [a,b] — R definida por

F(x) = f Dado c € [a, b), se o limite lateral hm f(x) existe e é igual a A € R, entdo F admite

derzvada lateral a direitaem c e F'.(c) = A. Dado d € (c, b, se o limite lateral 11121 f(x) existe e é igual
Pugl

a B € R, entdo F admite derivada lateral a esquerdaem d e F' (d) = B
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Demonstracdo. Faremos a demonstracdo apenas para limites laterais a direita; o outro caso é ana-
logo. Seja c € [a, b) tal que lim_f(x) = A; em virtude do Coroldrio ‘ podemos supor que f(c) = A.
X—C

Deste modo, dado € > 0, existe § > 0 tal que

xela,bl,csx<sc+d = |f(x)-Alse = A-e<f(x)<A+e.

F(x)—F(c):f:f—f:f:fcxf

(A—e)(x—c):f (A—e)sf fsf (A+e)=(A+¢e)(x—0),

Sexelablec<x<c+0,entiao

e, Como

concluimos que

F(x)-F F(x)-F
Ao (x) (C)SA+£2‘ (x) (C)—A‘Ss.
xX—c x—-c
/ . F(x)-F(c)
Isto prova que F, (c¢) = lim —— = A. O
x—c*t X—cC

Coroldrio 26. Seja f : [a,b] — R uma funcéo integrdvel em [a,b] e seja F : [a,b] — R definida por
X

F(x)=| f.Sef écontinuaemce |a,bl], entdo F éderivdvelem c e F'(c) = f(c).
a

Também como no caso da integral de Riemann, toda fun¢do dada por uma integral é continua. A
demonstracdo deste fato é facil quando o integrando é limitado, o que é automaticamente verdadeiro
para a integral de Riemann. Para provar o caso geral, vamos precisar de um importante resultado
devido a Stanistaw Saks e Ralph Henstock que serd usado vdrias vezes no que se segue.

Definicdo 27. Uma subparticdo (respectivamente, subparticdo rotulada) de [a, b] é um subconjunto
de uma particdo (respectivamente, particao rotulada) de [a, b]. Analogamente, se 0 é um calibre em
[a, b], uma subparti¢do §-fina de [a, b] é um subconjunto de uma particdo d-fina de [a, b]. Dadas
f :la,b] — R uma funcio e P = {(Ij, tj):1<j< n} uma subparticdo rotulada de [a, bl, a soma de
Riemann de f com respeito a P é o ntimero real

S(f;P) =) ft))(xj—xj-1).
=1

J

n n
Se f é integravel em cada I}, escreveremos f f= Z frondeUP)=J 1 j-
uw)y  j=1d j=1
Essencialmente, o Lema de Saks-Henstock afirma que a soma de Riemann de uma funcio inte-
gravel f com respeito a uma particdo P aproxima a integral de f com a mesma precisio que a soma
de Riemann de f com respeito a uma subparticdo de P aproxima a soma das integrais de f sobre os
intervalos que formam a subparticao.

Lema 28 (Lema de Saks-Henstock). Seja f : [a, b] — R uma fungdo integrdvel em [a, b]. Dado € > 0,

S(f;P)—fbf

a

seja & um calibre em [a, b] tal que se P é uma particdo 8. -fina de [a, b), entdo <e&. Se

Q= {Uj,tj):1< j < n} é uma subparti¢do §.-fina qualquer de [a, b], entdo temos:

@) S(f:Q)—f f‘: Zf(fj)(x]'—x]'_l)—z fl=e.
(ii) Z f(tj)(x]'—xj'_l)—f f|s2e.
j=1 Ij
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n n
i) | Y 1 f DI —xj-1) = Y

j=1 j=1

<2e¢.

[r

i

Demonstragdo. (i) O resultado é imediato se U(Q) = [a, b]. Sejam, entdo, Ji,..., J,, intervalos fecha-
dos de interior ndo vazio contidos em [a, b] tais que {I;: 1 < j < n} U{Ji: 1 < k < m} é uma parti¢ao
de [a,b]. Dado n > 0, como f é integravel em Ji, existe um calibre p; em Ji tal que se Qj é uma

particao pg-fina de J, entdo |S(f; Qk) —f f' < n/m. Sem perda de generalidade, podemos supor
Jk

que pi(x) <d.(x) paratodo x€ Jretodo 1 < k< m.
Consideremos, agora, a particio §.-fina P = QUQ; U---UQ,, de [a, b]. Por hip6tese, sabemos que

b
‘S(f;P)—[ fl=e.
a
Além disso, € claro que
S(FiP) = S Q)+ Y. S(F3 Qp) f .
! / kz::l JiQ f(0)) kzz:l ka
Consequentemente,
Fm@ ﬂ @Uﬁ/‘)me@%ﬁm
a k= k
. m
< S(f;P)—f S(f Q) — f fl<se+n.
Como 7 > 0 é arbitrério, concluimos que [S(f; Q) — f fl=se
U

(ii) Consideremos 0s conjuntos
I+={1§jsn:f(tj)(xj—xj_1)—fsz} e I_={lsjsn:f(tj)(xj—xj_l)—ff<0}.
1 1

Se I =@ ou I” = @, basta aplicar o item (i). Caso contrdrio, as subparti¢oes Q* = {(I;,¢;): je I*} e
Q™ ={(Ij,tj): j € I"} sdo §,-finas e, em virtude do item (i), satisfazem

Yofaxj—xj- 1)— (f(tj)(xj_xj—l)_f f) =€
jerr ]€I+ 1

e
Y Fupxj—xj-1) - ff‘ (f(tj)(xj—xj—l)_f f) SE.
jer jeI~- 1

Somando as duas desigualdades acima, obtemos o resultado.
(iii) Basta notar que

n n n n

IMIEGIETEETEVEDY ff <> |f(tj)|(xj—x,-_1)—'f fll=X f(tj)(xj_xj—l)_ff <2,
=1 =11 =1 L j=1 Ij
pelo item (ii). O

Teorema 29. Se f: [a, b] — R é uma funcdéo integrdvel em [a, b], entéo a fungéo F : [a, b] — R definida
X

por F(x) :f f é continua em [a, b].
a
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Demonstracdo. Dado c € [a, b), vamos mostrar que lim F(x) = F(c). Em virtude do Corolério (19
x—ct

podemos supor que f(c) = 0. Dado € > 0, seja ., um calibre como na Defini¢do[/} Podemos supor
que b:(c) <b-c.Sec<x<c+68(c), entdo Q = {([c, x], c)} é uma subparticdo .-fina de [a, b] e, pelo
Lema de Saks-Henstock,
X
[ s
Cc

Logo, lim F(x) = F(c). A demonstragdo para limites laterais a esquerda é andloga. O
x—ct

X

|F(x) - F(c)l = <e.

f

=’f(6)(x—0)—f

Nosso préximo objetivo é provar que uma funcao dada por uma integral é derivavel no comple-
mentar de um subconjunto de medida nula de seu dominio. Os ingredientes principais que vamos
usar sdo a definicao e o teorema a seguir.

Definicao 30. Dado E um subconjunto de R, uma cobertura de Vitali de E é uma cole¢do 7 de inter-
valos fechados de interior ndo vazio com a seguinte propriedade: para todo x € E e todo ¢ > 0 existe
um intervalo I € ¥ talque xeIe0 < ¢(I) <e.

Teorema 31 (Teorema da Cobertura de Vitali). Sejam E um subconjunto de [a, b] eV uma cobertura
de Vitali de E. Entdo para todo € > 0 existem intervalos dois a dois disjuntos I, ..., Iy € V e existe uma
sequéncia de intervalos fechados (Ji.) k=n+1 tais que

N [eS) 00
E\UIre U Jk e Y tUpse
k=1 k=N+1 k=N+1

Em particular,

N 00
EcUnu U Jk-
k=1 k=N+1

Demonstracdo. Substituindo 7 pela colecao
V'={Inla-1,b+1]:I1€e¥Velnla—-1,b+1]tem interior nio vazio},

se necessdrio, podemos supor que todos os intervalos de 7 estejam contidos em [a— 1, b+ 1].
Seja I € 7 arbitrdrio. Suponhamos escolhidos, para algum n = 1, intervalos dois a dois disjuntos
n

L,...,I,eV.Se Ec U Iy, basta tomar J; = & para todo k = n + 1. Caso contrdrio, sejam

k=1
n
Vp=R1eV:InJLk=2}; e A,=supl(D),
k=1 IeV,
N
e seja In41 € ¥y tal que £(I) > A,,/2. Continuando este processo, ou obtemos N > 1 tal que E < | J I
k=1

(e a demonstracao estd completa), ou obtemos uma sequéncia infinita (Ix)>; de intervalos dois a
dois disjuntos de 7.
Suponhamos que uma tal sequéncia tenha sido obtida. Como os intervalos (I;)x>; sdo dois a
dois disjuntos e estdo contidos em [a—1, b + 1], sabemos que
(e8]
(I)<fl(la-1,b+1))=b—-a+2.
k=1

Logo, dado € > 0, existe N = 1 tal que



N
Seja Ey = E\ U I.. Dado x € Ey, como 7 é uma cobertura de Vitali de E, existe um intervalo I € 7
k=1
N
talque xe I e In | Iy = @, isto €, I € ¥y. Afirmamos que existe k = N + 1 tal que I n [ # &. Caso
k=1
contrdrio, terfamos I € 7 para todo k =1 e, portanto,

0< () <A <20(I) — 0,
um absurdo. Seja k(x) o menor ndmero natural tal que I N Iy # &; como I € Vi (x)-1, temos
((D < Ak(x)—l < Zg(lk(x)).

Denotando por ¢y o centro de I (y), como x € I e I N Iy # &, temos
1 5
x = col < 6D+ S0Ukn) < 58 Uk)-

Logo, x pertence ao intervalo fechado de centro ¢, e comprimento 5¢ (I (y)).
Tomando, para cada k = N + 1, o intervalo fechado /i de centro igual ao de I} e comprimento
igual a 5¢(I;), concluimos que

o0 o0
Enc U Jk e ) tUp=e
k=N+1 k=N+1

como queriamos. O

Teorema 32. Seja f : [a,b] — R uma fungdo integrdvel em [a,b] e seja F : [a,b] — R definida por
X
F(x) = f f. Entdo existe um subconjunto de medida nula E de |a, b] tal que F é derivdvel em x e

F(x)= fa(x) para todo x € [a,b] \ E.

Demonstracdo. Seja E* o conjunto dos pontos x € [a, b) nos quais a derivada lateral a direita de F
ndo existe ou existe mas é diferente de f(x), e seja E~ o conjunto dos pontos x € (a, b] nos quais a
derivada lateral a esquerda de F ndo existe ou existe mas ¢ diferente de f(x). Vamos mostrar que E*
tem medida nula; um argumento andlogo assegura que E~ também tem medida nula e, portanto,
E = E* UE™ tem medida nula, como desejado.

Dado x € [a, b), a derivada lateral a direita FJ’r (x) existe e éigual a f(x) se, e somente se, para todo
1> 0 existe p >0talquese ve [a,b] e x < v < x+ p, entdo

‘F(v)—F(x) _fw|=n.

V—X

Assim, se x € E*, entdo existe n(x) > 0 tal que para todo p > 0 existe v(x,p) € [a, b] satisfazendo
x<v(x,p)sx+pe

F(v(x,p)) - F(x)
v(x,p)—x

-fx

>n(x) = |F(v(x,p)) —F(x) - f(x)(v(x,p)—x)| >nx)(v(x,p)—x).

Fixemos n = 1 e seja E;; = {x € E* :n(x) = 1/n}. Dado € > 0, seja §, um calibre em [a, b] tal que

b €
< —. (2)

P é uma particio §.-fina de [a, b] = ‘S(f;f’)—/ in
a

f

Seja 7, = {[x,v(x,p)]: x€ Ef e0< p <8.(x)}. Como x € [x,v(x,p)] e £([x,v(x,p)]) < p para todo
x € E} e todo p > 0, 7, é uma cobertura de Vitali de E;. Aplicando o Teorema da Cobertura de
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Vitali, obtemos intervalos dois a dois disjuntos I = [x1, V1],..., Iy = [N, Un] € ¥}, e uma sequéncia de
intervalos fechados (Ji)=n+1 tais que

N () [e)
EfcJnu U Tk e ) CUps
k=1 k=N+1 k=N+1

DN M

Notemos que
N 1473 N
> f(xk)(vk—xk)—f f‘= 2| f ) (e — x1) = (F(vp) — F(xp)|
k=1 Xk k=1

N 1 N
> ) xR We—xK) = — Y (U — xp).
k=1 ni=1

Por outro lado, como xj < vg < xg +8.(xx) paratodo 1 < k < N, Q = {(Ix,x¢) : 1 < k < N} é uma
subparticado §.-fina de [a, b]. Em virtude de e do item (ii) do Lema de Saks-Henstock, temos

£
= —.

N Vg
Zf(xk)(vk_xk)_fx f o

k=1 k

Consequentemente,

N N € N 00
DAOUY=) p—xp)<- = Y LUY+ Y, CUp<e
k=1 k=1 2 A k=N+1

(o]

Como ¢ > 0 é arbitrario, concluimos que cada E;; tem medida nula e, portanto, E* = | J E;, também
n=1

tem medida nula. O

Podemos combinar os enunciados do Corolario[26]e dos Teoremas[29|e[32|no seguinte resultado.

Teorema 33 (2° Teorema Fundamental do Célculo). Seja f : [a,b] — R uma funcgdo integrdvel em
X
la, b] eseja F : [a, b] — R dada por F(x) =f f. Entdo temos:

a

(i) F écontinuaem [a,b].

(ii) Existe um subconjunto de medida nula E de [a, b] tal que F é derivdvel em x e F'(x) = f(x) para
todo x€[a,b] \ E.

(iii) Se f é continua em c € a, b], entdo F é derivdvelem c e F'(c) = f(c).

No enunciado do Teorema [21} exigimos que F seja derivédvel e que sua derivada coincida com
f no complementar de um subconjunto enumerdvel de [a, b]. Por outro lado, sob as hip6teses do
enunciado do Teorema [32} concluimos que F é derivavel e sua derivada coincide com f no com-
plementar de um subconjunto de medida nula de [a, b]. Todo subconjunto enumeravel de R tem
medida nula, mas a reciproca ndo é verdadeira. Esta observacdo motiva as seguintes perguntas:

¢ O Teoremal21|permanece verdadeiro se substituirmos “enumerével” por “de medida nula”?
¢ O Teorema[32|permanece verdadeiro se substituirmos “de medida nula” por “enumerével”?

A resposta para estas duas perguntas é negativa, como veremos a seguir. Vamos recordar a constru-
¢ao do conjunto de Cantor e introduzir a fungéo de Cantor.
Seja Kj o conjunto obtido removendo, de [0, 1], o intervalo (%, %), isto é,

K =[01]u[31].
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Seja K> o conjunto obtido dividindo cada intervalo de K; em 3 intervalos de mesmo comprimento e
removendo os intervalos abertos centrais:

K=[0.3]u[2.4]0[2. 308 ].

Repetindo este processo, cada conjunto K, é construido como a reunido de 2” intervalos fechados
dois a dois disjuntos de comprimento 1/3". Veja a figura abaixo.

Ky
e _ K
- — - — - — - — K3
oo
O conjunto de Cantor é a intersec¢do K = ("] K. Suas principais propriedades estdo resumidas na
n=1

proposicdo a seguir. Recordamos que um subconjunto E de R é perfeito se E é fechado e todo ponto
de E é um ponto de acumulagdo de E.

Proposicio 34. O conjunto de Cantor K é perfeito, ndo enumerdvel e de medida nula.

Demonstragao. E claro que K é fechado, como intersecc¢do de fechados. Dados x € K e n > 1, como
x € K, existe um intervalo fechado I de comprimento 1/3" tal que x € I c Kj,. Se y # x é um extremo
de I, entdo y € K e |[x — y| < 1/3". Isto prova que x é ponto de acumulacao de K e, portanto, K é
perfeito.

Suponhamos, por absurdo, que K seja enumeravel e seja (x,);>1 uma enumeracdo de K. Seja
I o intervalo fechado de comprimento 1/3 contido em K; que ndo contém x;. Seja I, um intervalo
fechado de comprimento 1/9 contido em K, que ndo contém X, e seja I3 um intervalo fechado de
comprimento 1/27 contido em K3 que ndo contém x3. Procedendo indutivamente, obtemos uma
sequéncia de intervalos encaixantes (I,,) ,>1 tais que x, ¢ I, e £(I;) = 1/3" paratodo n = 1. De acordo

o0

com o Principio dos Intervalos Encaixantes, existe xq € ﬂ I,. Notemos que xj € K, pois cada I, esta

n=1
contido em Kj;, mas xy # x, para todo n = 1; um absurdo.

Finalmente, dado n > 1, existem 2" intervalos fechados J7,...,/, de comprimento 1/3" cuja
reunido é K. Consequentemente,

2n
KcK,=UUJ; e quk)-——»o
k=1

Logo, K tem medida nula. O

Vamos usar o conjunto de Cantor para definir recursivamente uma sequéncia de funcoes (f;,) p>1.
Seja f1:10,1] — [0, 1] a funcao afim por partes que é constante igual a 1/2 no intervalo [3, 3] e tal que
f1(0) =0e f1(1) = 1. Analogamente, seja f>:10,1] — [0,1] a funcdo afim por partes que é constante
iguala1/4,1/2 e 3/4 nos intervalos 3, 2], [3,%] e [£, 3], respectivamente, e tal que f2(0) =0 e fo(1) =
1. Em geral, f;, é afuncao afim por partes que é constante igual a k/2" no k-ésimo intervalo removido
na construcdo de K e tal que f,,(0) =0e f,(1) = 1. Os graficos de fi, f> e f3 estdo esbocados abaixo
(em vermelho, azul e verde, respectivamente).

Nao é dificil verificar que | fj;4+1(x) — fr(x)| = 1/27+1 para todo x € [0,1] e todo n = 1. Deste modo,
a sequéncia (fy) =1 converge uniformemente em [0, 1] para uma funcéo f : [0,1] — [0, 1], chamada
de fungdo de Cantor.

Proposicio 35. A funcgéio de Cantor é continua e crescente em [0,1], é derivdvel em [0,1]\ K e sua
derivada se anula em todos os pontos de [0,1] \ K.
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Demonstragdo. f é crescente e continua, como limite uniforme de fung¢des crescentes e continuas.
Dado x € [0,1]\ K, existe N = 1 tal que x ¢ Ky e, como Ky é fechado, existe um intervalo aberto I tal
que x € I < [0,1]\ Ky. Se m,n = N, entdo f;, e f, coincidem e sdo constantes em I. Consequente-
mente, f também é constante em I e, portanto, é derivavel em x, com f'(x) = 0. O

Podemos, agora, responder as duas perguntas formuladas acima.

Exemplo 36. A funcao de Cantor f:[0,1] — [0,1] é continua em [0, 1], derivavel em [0, 1]\ K e satisfaz
f'(x) =0 para todo x € [0,1] \ K. No entanto,

1
fo f'=0#1=f1)- f(0).

Logo, nao podemos substituir “enumeravel” por “de medida nula” no enunciado do Teorema[21}

Exemplo 37. Seja g:10,1] — {0,1} dada por

1, sexek,
gx)=
0, sexe[0,1]\K.

X
Como K tem medida nula, a Proposicao assegura que g € integravel em [0,1] e que f g=0
0
X
para todo x € [0,1]. Em outras palavras, a func¢do F: [0,1] — R dada por F(x) = g éidenticamente
0

nula. Em particular, o conjunto {x € [0,1] : F'(x) # g(x)} = {x € [0,1]: g(x) # 0} = K é ndo enumerével.
Logo, nao podemos substituir “de medida nula” por “enumerével” no enunciado do Teorema[32}

Convém observar também que néo existe nenhuma fung¢do continua G : [0, 1] — R cuja derivada
coincide com g no complementar de um subconjunto enumeravel E de [0, 1]. De fato, se G é uma tal
funcao, em virtude do 1° Teorema Fundamental do Célculo, temos

X

G(x) —G(0) =f g=0= G(x)=G(0)
0

para todo x € [0, 1]. Portanto, G é constante e sua derivada se anula em [0, 1]. Por outro lado, como K
é nao enumeravel, podemos tomar xy € K \ E e concluir que G’ (xp) = g(xp) = 1; um absurdo.
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5 O Teorema de Hake

Toda fun¢do Riemann-integravel em um intervalo [a, b] é limitada; para lidar com integrandos ilimi-
tados, é preciso estender o conceito de integral, introduzindo integrais improéprias.
E quanto a integral de Kurzweil-Henstock? Ja vimos exemplos de fungdes Kurzweil-Henstock
integraveis que ndo sdo limitadas. Precisamos introduzir “integrais impréprias” também neste caso?
O principal teorema desta se¢do, provado por Heinrich Hake em 1921, garante que a resposta
é negativa; toda fun¢do cuja “integral imprépria” é convergente ja é, na realidade, integravel. Por
simplicidade, vamos enunciar e provar o Teorema de Hake apenas para limites laterais a esquerda.

Teorema 38 (Teorema de Hake). Uma fungdo f : [a,b] — R é integrdvel em |a, b] se, e somente se, [
C

é integrdvel em |a, c] para todo c € (a,b) e o limite hril f [ existe e é um niimero real. Neste caso,
fang

b c “
temosf f=lim f f.
a c—b~Ja
Demonstragdo. Se f é integravel em [a, b], o Teorema assegura que a funcao F : [a, b] — R dada
b
por F(x) = f f é continua. Em particular, hm f = lim F(c)=F(b) = [ f.

c—b-
Reciprocamente, suponhamos que f se]a 1ntegravel em [a, c] para todo c € (a, b) e que

Cc
lirnf f=AeR
a

c—b~

Em virtude do Coroldrio 19| E podemos supor que f(b) = 0. Seja (cx) k=0 Uma sequéncia estritamente
crescente de ntimeros reais tais que ¢y = a e hm cr =b. Dado € >0, seja N = 1 tal que

J 12

Para cada k = 1, seja 6 um calibre em [cy_1, ¢¢] tal que

cNSc<b = <

£
%

. . ck
Py é uma particdo 6 -fina de [cx_1,cr] = ‘S(f;Pk) —[ f‘ < (3)
Ck-1

2k+1°

Sem perda de generalidade, podemos supor que:

(i) &1(c) = 22

Ci—Cj—-1 C —-C
(i) 5k+1(6k)smin( k zk L k“z k

) paratodo k= 1.

X—Ck-1 Ck—X
%, k2 )paratodock_1<x<cketodo k=1.

(i) Op(x) < min(
Consideremos o calibre 6§ em [a, b] dado por

3 O0r(x), secr-1<x<cpparaalgumk=1,
b—cy, sex=Dh.

Seja P ={(I;, ;) :1 < j < n} uma parti¢do §-fina de [a, b]. Podemos supor que cada t; é extremo dos
intervalos de P que o contém. Afirmamos que b € o r6tulo do intervalo I, = [x,_1, b]. Caso contrario,
existe um tnico k = 1 tal que t; € [cx—1,ck). Entdo ci € [x;,—1,b] € 0 < ¢ — t;, < O (1), 0 que implica,
pela construcao de 6, que t,, = cx—;. Logo,

Ck— Ck-1

0<cp—Cp-1=0k(ck-1) < >

’
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um absurdo. Em particular, notemos que cy = b—96(b) < x,—] e, portanto,

Seja m o menor namero natural tal que x,-1 < ¢;;. Dado 0 < k < m -1, afirmamos que ci é o
rétulo de cada intervalo de P que o contém. De fato, se cj € [xj-1,x;], entdo ¢, — tj| < 6(tj) e

€
=-.
2

Xj-1SCk<Xp-1 = j<n—-1= tj<t,-1<b.
Logo, existe um tnico i = 1 tal que ¢; € [¢;-1,¢;). Sei—1>k,entdao i —2> ke
Ck<ci-1=tj = 0=stj—ci-1<tj—ck Sﬁi(tj),
o que implica, pela construgdo de 6, que t; = ¢;-1. Logo,

Ci—-1—Ci-2 < Ci—1—Ck

O0<ci_1—cp=<06;(c;i1) = <
i—1 k l(ll) 2 >

um absurdo. Analogamente, sei—1< k,entdoi< ke
[j<ciscy = 0<Ci—thCk—l'jS5i(tj),
0 que implica novamente que f; = ¢;-1. Logo,

i — Ci— Cl— Cj—
i i 1< k i-1

0< <6( )<
Ci—Ci-1=0;(Ci-1) = =
1 i—1 1 i—-1 2 2

)

que também é um absurdo. Isto prova que i = k+1, de modo que ; € [c, Cr+1) €0 = Fj—Cp < 611 (£)).
A construcdo de 641 garante que ; = c, provando a afirmac¢ao. Em particular, ¢ € extremo de dois
intervalos consecutivos de P paracadal<k<m-1.

Para cada 1 < k < m— 1, consideremos a parti¢do Qi = {(I;, ;) € P: Ij < [cx_1, cl} de [cx1, ckl.
Sejam também Qp, = {(Ij,t;) € P: Ij  [cm-1, Xn-11} € Qo = {([xn-1,b], b)}. Como Qj é uma parti¢do
O-finade [cx_1,ck] paratodo 1 < k< m—1, decorre de (3) que

£

. Ck
sico- [ ]z
Ck-1 2

Como Q,, é uma subparticdo 6,,-fina de [c,;—1, ci], decorre de (3) e do Lema de Saks-Henstock que

£

‘S(erm)_/ _f'S2m+1'
Cm-1

Finalmente, como
S(f;Q0)=fD)(b-x,-1)=0 e P=QiU---UQpnUQy,

concluimos que

. m-1 . Ck . Xn—1 Xn-1 m e €
ISP -l Y (S0 - [ f|+[striom- [ r ][ f—A‘s S EEoe
k=1 C-1 Cm—1 a k=1 2K+ 2
b
Logo, f é integravel em [a, b] e f f=A O
a

Em particular, decorre do Teorema de Hake que a integral de Kurzweil-Henstock engloba todas
as integrais de Riemann impréprias convergentes (em intervalos fechados e limitados de R). Além
disso, este teorema € 1itil, na pratica, como ferramenta para calcular o valor exato de uma integral.
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Exemplo 39. Seja (a,);>1 uma sequéncia qualquer de nimeros reais e seja f : [0,1] — R dada por

£ {Zkak, secp_1 <x<cgparaalgumk=1,
X) =

0, sex=1,

o0

onde ¢, =1— Zlk Afirmamos que f € integrdvel em [0, 1] se, e somente se, a série Z ay converge;
k=1
1 o)
neste caso, temos f f= Z ay. De fato, seja ap = 0 e seja F: [0,1) — R dada por
0 k=1
m—1
F(x)= ) ar+2"am(x—cm-1)
k=0

para todo x € [¢;;—1,Ccm) € todo m = 1. Como F é continua em [0, 1), derivavel em [0,1) \ {cx: k= 0} e
sua derivada coincide com f neste conjunto, pelo 1° Teorema Fundamental do Célculo f é integréavel

C
em [0, c] ef f =F(c)—F(0) = F(c) paratodo c € [0,1). Em particular, para cada m = 1, temos
0

Cm m
/ f=Flcm) =) ar.
0 k=1

e8] Cc
Se a série Z ay diverge, entdo o limite lin} [ ndo existe e, pelo Teorema de Hake, f nao é integra-
k=1 e~ Jo

o0 C (e, 0)
vel em [0, 1]. Por outro lado, se a série Z aj converge, entao 111{1 f f= Z ay, pois F(c) pertence
c—17Jo

k=1 k=1
m-1 m
ao intervalo de extremos Z ar e Z ay paratodo c € [¢;;—1,Cm), € 0 Teorema de Hake garante que f
k=0 k=0

é integravel em [0, 1].

Exemplo 40. Em particular, tomando a = (—1)¥*1/k no exemplo anterior, a fungdo f assim obtida
o) (_1)k+1

1
éintegréavel em [0,1] e Veriﬁcaf f= =1n2, mas |f| ndo é integravel em [0, 1].
0

k=1

6 Consideracoes Finais

Na década de 1960, Edward McShane introduziu outra no¢ao de integral fazendo uma pequena mo-
dificacdo na definicdo de Kurzweil-Henstock.

Definigdo 41. Uma parti¢do rotulada livre do intervalo [a, b] é uma colegdo P ={(I;,;): 1< j < n},
onde P ={I;:1< j < n} éuma particdo de [a,b] e ..., I, € [a, b].

Notemos que, em uma parti¢do rotulada livre, ndo estamos exigindo que o rétulo #; do intervalo
I; seja um elemento de I;.

Defini¢do 42. Seja P = {(I},¢;):1 < j < n} uma parti¢do rotulada livre de [a, b]. Dada f : [a,b] — R
uma funcio, a soma de Riemann de f com respeito a P é o nimero real

n
S(f;P) =) fltp)(xj—xj-1).
j=1

Se § é um calibre em [q, b], dizemos que P é §-finase I;  [tj —&(¢j), tj +6(tj)] paratodo 1< j < n.
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Definicao 43. Dizemos que uma funcao f : [a, b] — R é McShane-integrdvel em [a, b] se existe um
numero real A com a seguinte propriedade: para todo € > 0 existe um calibre 6, em [a, b] tal que se
P é uma particdo rotulada livre 6.-fina de [a, b], entdo |S(f; P) — A| < . Neste caso, dizemos que A é
a integral de McShane de f em [a, b].

E claro que toda fun¢do McShane-integréavel também é Kurzweil-Henstock-integravel, com inte-
grais iguais. Por outro lado, como, para um dado calibre §, existem mais particdes livres §-finas do
que particoes nao livres §-finas, é “mais facil” uma funcao ser Kurzweil-Henstock-integravel do que
McShane-integravel. Surpreendentemente, é possivel mostrar (veja [3, Teoremas 10.12 e 10.13]) que

as integrais de McShane e de Lebesgue coincidem!
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